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Cut-cycle duality에 의해 $G$ 에서 minimum cut을 찾는 것은 $G^*$ 에서 minimum cycle을 찾는 것과 동일하다. 

아이디어는, $G^*$ 에서 적당한 사이클 $C$를 찾은 다음, $C$의 *안* 과 *밖* 에 대해서 분할 정복을 하고, 이후 $C$의 안과 밖을 오가는 사이클을 찾는 것이다.

분할 정복이 성립하려면 일단 $C$가 $G^*$ 의 Face들을 공평하게 쪼개야 할 것이다. 이런 $C$는 $O(n)$ 시간에 찾을 수 있다. $G^*$ 의 모든 Face를 대각선에 $\infty$ 가중치 간선 넣고 대충 triangulate하자.

다음, $G^*$ 에서 아무 정점을 잡고, shortest path tree를 만들자. 이 shortest path tree에는 $\infty$ 가중치 간선이 전혀 없음을 볼 수 있다. shortest path tree를 $T^*$ 라고 하자. primal 에서의 $E \setminus T$는 스패닝 트리이며, dual의 모든 face가 삼각형이기 때문에 Degree가 3 이하이다. 고로 $e$를 제거했을 때 양 컴포넌트가 $2/3n$ 이하인 $e$가 존재한다. 

이제 다시 dual로 오자. 이 말은 어떠한 간선 $e^*$가 존재하여, $T^* + e^*$의 fundamental cycle이 양 컴포넌트를 $2/3n$ 이하로 나눈다는 것과 동일하다. $e^*$ 가 triangulation을 위해 만든 dummy 간선일 수 있는데, 그러면 그 dummy 간선이 생긴 face를 기준으로 아래쪽 경로를 타는 것으로 해 주자. 그러니까,  $e^*$ 가 속하는 face가 사이클 안에 들어가도록, 그렇게 설정해 주면 된다.




$e^*$ 가 속하는 face가 $F$이고, $P_{ab}^*$ 이 탄 아래쪽 경로이다. $e^*$ 가 더미 간선이 아니더라도 뭐 이런 식으로 그림을 그려줄 수 있겠다.

이제 저 사이클이 Face를 2/3 크기로 나눈다는 것은 알 수 있다. 그러면 재귀적으로 저 사이클 안과 밖에 완전히 포함되는 최적해는 구할 수 있다.
(dummy를 원래 간선으로 바꿔주면서 깨질 수도 있지 않나요? -> triangulation을 consistent하게 해 준다고 생각해 보면 걱정할 필요가 없다.)  
(사실 저 사이클의 크기가 열라 크면 분할 정복이 깨질 수도 있다는 생각은 있다. degree 2인 정점을 condense하는 작업이 필요할 수 있다.)

마지막으로 저 사이클을 넘나드는 경우를 해결해야 한다. $c$를 포함하고 사이클 밖에 있는 아무 Face를 잡자.




넘나드는 사이클이 $F$와 $F_a$ 중 정확히 하나만 포함한다면, $s - t$ min cut이고, $O(n \log n)$ 에 구할 수 있다 (메시라이브)

둘 다 포함한다고 생각하면, path $c - a$ 안과 밖을 왔다 갔다 하거나 $c - b$ 안과 밖을 왔다 갔다 해야 한다. 처음 들어온 순간과 나가는 순간을 그냥 shortest path $c - a$로 대체시키면 답이 무조건 그 이상이다. 둘 다 포함하지 않는다고 생각하면 저 사이를 약간 십자가처럼 패싱해야 하는데 동일한 논리가 성립한다.




(두 번째 케이스의 사진)

고로 마스터 정리에 의해 전체 문제가 $O(n \log^2 n)$ 에 해결된다. $O(n \log \log n)$ 에 더 빠르게 해결할 수도 있다. https://arxiv.org/pdf/1104.4890.pdf
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